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1. Wstep

Proponowane obecnie podreczniki mechaniki konstrukeji pretowych dla wydzialow
budownictwa, przyktadowo [2,4], omawiaja metody analizy deformacji belek, kratownic 1
bardzo prostych ram ztozonych z kilku prgtow wzajemnie ortogonalnych. Do takich zadan
stosuje si¢ m.in. metod¢ przemieszczen; sugeruje si¢ w ten sposob, ze bardziej zlozone
zagadnienia wymagaja stosowania komercyjnych systeméw MES. Doswiadczenie Zaktadu
Mechaniki Budowli jest inne: metod¢ przemieszczen mozna z powodzeniem stosowaé w
znacznie trudniejszych zagadnieniach ram nieortogonalnych, nie tylko w zakresie statyki, lecz
takze stateczno$ci, zginania z udziatem duzych sit osiowych oraz drgan harmonicznych.

Ten referat dotyczy klasycznej teorii prgtdw 1 metod opartych na tej teorii odnoszacych si¢
do ukltadow pretowych, takich jak ramy 1 ruszty. W referacie porusza si¢ zagadnienia
Zwigzane z

a) relacjami miedzy rownaniami rownowagi preta o skonczonej dlugosci a rownaniem

pracy wirtualne;j

b) wzorem Maxwella-Mohra, rozumianym jako wariacyjne rownanie zgodnosci

przemieszczen i odksztatcen

¢) uogoblnieniem roéwnania Maxwella-Mohra i réwnania pracy wirtualnej na uktad

pretowy, czyli konkatenacja rownan pretowych do postaci réwnan opisujacych
zachowanie uktadu pretowego

d) sensem tzw. lancuchow kinematycznych w zagadnieniach statyki, stateczno$ci i

dynamiki ram ptaskich

e) metodami opisu drgan harmonicznych ram o dowolnym, punktowym rozkladzie masy.
Niniejszy referat jest inspirowany do$wiadczeniami dydaktycznymi autora z lat 1979-2006
zdobywanymi przy prowadzeniu ¢wiczen z mechaniki budowli a od roku 2001 - takze
wykladow z tej tematyki dla studentow roku trzeciego studiéw dziennych naszego Wydziatu.



Uwagi terminologiczne

W tej pracy przez rOwnanie wariacyjne rozumie si¢ takie rownanie, w ktorym wystepuje
dowolna funkcja, nazywana niekiedy funkcja probna lub z angielska testowa; rownanie jest
natomiast lokalne, gdy w réwnaniu tym wystepuje dowolny punkt, utozsamiany zazwyczaj ze
wspotrzedna x . Inaczej moéwiac, jesli kwantyfikator dla kazdego dotyczy funkcji to mowimy
o réwnaniu wariacyjnym a gdy kwantyfikator dla kazdego dotyczy wspotrzednej, to mowimy
o rownaniu lokalnym. Kwantyfikator dla kazdego nie bedzie jawnie zapisywany, gdyz
wystarczy powiedzie¢, ze funkcja probna lub wspoéhrzedna sa dowolne. W pracach
matematycznych nie wystgpuje dowolno$¢, gdyz okresla si¢ zawsze warunki regularnosci
funkcji probnych; w takich pracach kwantyfikator dla kazdego méwi, ze funkcja probna jest
dowolna, ale z danego zbioru. W pracach fizykow i inzynierow tych zbiordw nie okresla sig,
gdyz ich definicje sa dos¢ trudne, zreszta nie tylko zaleza od zagadnienia fizycznego, lecz
takze od woli autora. Tak wigc jest powod dodatkowy aby pomija¢ w takich pracach jak ta
kwantyfikator dla kazdego- nie podajemy bowiem z jakiego zbioru dobieramy funkcje
probne. Jednak niepodawanie jawne definicji tych zbioro6w nie umniejsza warto$ci
sformutowan wariacyjnych, gdyz ich znaczenie daleko wybiega poza matematyczny
formalizm.

Funkcje probne, ktore wystgpuja w réwnaniach wariacyjnych sa niekiedy w literaturze,
takze tej kierowanej do studentow, nazywane wirtualnymi, co nic nie wnosi, nic nie ttumaczy,
niczemu nie pomaga. Rzecz w tym, ze w jezyku polskim stowo wirtualny jest juz nieuzywane
W swoim starym znaczeniu: mogqcy zaistniec, por.[9], natomiast znaczenie informatyczne jest
tu mylace.

Réwnanie rownowagi w ujeciu wariacyjnym jest niekiedy nazywane rownaniem pracy
wirtualnej, gdyz w réwnaniu tym pojawia si¢ pod catka iloczyn sit wewnetrznych i
odksztatcen stowarzyszonych z polami probnymi, ktory mozna interpretowaé jako prace
wzajemna. Niemcy uzywaja tu wlasnego okreslenia Schubenergie - energia przesunigta - a nie
wzajemna.

2. Rownanie pracy wirtualnej preta prostego jako konsekwencja warunkow rownowagi
preta o skonczonej dlugosci

Wyktadowcy mechaniki konstrukcji pretowych sa przyzwyczajeni do wyprowadzania
roéwnania pracy wirtualnej preta prostego na podstawie rownan rézniczkowych rownowagi

N =0, T ig=0, ™M _r=0 (1)
dx dx dx

gdzie p, g sa intensywnos$ciami obcigzen podluznych i poprzecznych. Powyzsze réwnania
wiaza site podtuzna N, poprzeczna T i moment M. Réwnania (1) trzeba uzupetni¢ o warunki
rownowagi brzegowej. Jesli np. koniec x=/ jest swobodny i1 obcigzony sitami: podtuzna P,
poprzeczna Q i momentem M , to warunki rownowagi wycigtego konca maja postac

N(I-0)-P=0, T(-0)-0=0, M(I-0)-M,=0 )

gdzie f(I-0) oznacza lewostronna granicg funkcji f w x=/. Przyjmijmy, ze koniec x=0 jest
utwierdzony. Niech



==L, dn=L. dl=elplll=-2L o

Ortogonalizacja rownan (1) dowolnymi funkcjami u(x), w(x), ,B[W] , proste catkowanie przez
czesci 1 uwzglednienie warunkéw (2) daje wariacyjne rownanie rOwnowagi

Lw = Zz > (4)
gdzie

L, = | (Ne[u]+ Mx[w]lx (5)

oe_.N

L, = [ (pit + gwlix + Pu(l) + Ow(l)+ M, A[w](D) - N(0)(0) - T(0)w(0) ~ M (0) B[w)0) ~ (6)

Funkcje #,w mozna traktowa¢ tu jako dowolne, gdyz nie bedziemy zajmowacl si¢
warunkami regularno$ci. Mozna narzuci¢ na u,w warunki kinematyczne brzegowe i

woweczas po prawej stronie (3) znikaja trzy ostatnie sktadniki zawierajace wartosci reakcji w
x=0.
Roéwnania (1) nie sa w pierwotnej postaci. Mozna je tatwo wyprowadzi¢ z réwnan
rownowagi wycinka preta od 0 do x .

Zdefiniujmy wypadkowe obciazenia przgstowego

P(x)=[p®ds, M,(x)=[Tq®@d¥, ©,(x)=[q(F)ds (7)

Warunki rownowagi preta na odcinku (0,x) maja postaé

Nx)=N@O0)-P,(x), T(x)=T0)-0,(x), Mx)=M©O)+M (x)+xT(x) ()

Naszym celem jest otrzymanie réwnosci (4) bezposrednio z rownan (8). W tym celu
bedziemy przeksztatca¢ wyrazenie (5). Podstawienie (8) do (5) daje

l}

L, = [(N(©) - P, (x)efi]+ (M (0) + x{T(0) - 0, (x))+ M, (x))c[ B ]lax ©
czyli
L, =Nz [+ MO |, +T(O).|. dx+ j[ )-x0, (x )) ap Pp(x)ﬂ x (10)
dx dx

Catkujemy teraz przez czgs$ci wyrazenie (10) z wykorzystaniem rdwnosci

dP d d\M (x)-
dp :p(x)’ &zq(x)’ ( q(x) XQq(X))Z_Qq(x); (1)
x dx dx




P(0)=0, 0,(0)=0,M(0)=0 (12a)
N =N@©O)-P,(1), MUO=M©O)+M,()+IT(), TW)=T0)-Q,(0)  (12b)

oraz roéwnosci (2) i znajdujemy (6).

Widaé wiec, ze réwnania réwnowagi (8) implikuja rownos$¢ wariacyjng (4). Z réwnan (1)
nie korzystaliSmy. Wyprowadzenie powiodto sig.

Powstaje pytanie, czy analogiczne wyprowadzenie mozna poda¢ w ogolnym przypadku
ciala trojwymiarowego. Pozytywna odpowiedz na to pytanie daje Antman [1] na str.412.
Rownowazno$¢ zasady pracy wirtualnej 1 prawa zachowania pgdu wykazali S.Antman 1
J.E.Osborn w 1979; w zagadnieniu statyki twierdzenie to pozostaje prawdziwe.

3. Wzor Maxwella-Mohra jako warunek zgodnosci odksztalcen i przemieszczen

Wyktadowcy mechaniki budowli zwykli ttumaczy¢ wzor Maxwella-Mohra na podstawie
roéwnania (4). Otéz postawienie kresek nad wielkosciami bez kresek i usunigcie kresek z
wielkosci probnych prowadzi do tego wzoru. Takie uzasadnienie waznej formuty Maxwella-
Mohra ma dwie wady dydaktyczne:
a) wzor ten powinien by¢ przeformutowaniem réwnan zgodno$ci deformacji i przemieszczen,
czyli rownan
du dw dp

¢ dx’ p dx’ " dx (13)
b) wielkoéci N,M,T,p,q nie musza dotyczyé danego preta, lecz preta z usunigtymi
wigzami brzegowymi; np. gdy pret dany jest statycznie niewyznaczalny, wielkosci
N,M,T,p,g moga dotyczy¢ preta statycznie wyznaczalnego, jednego ze schematow
podstawowych. Dzigki temu wzor Maxwella-Mohra uczy jak oblicza¢ przemieszczenia w
pretach statycznie niewyznaczalnych, bez odwolywania si¢ do tzw. twierdzenia redukcyjnego.

Omowimy wyprowadzenie wzoru Maxwella-Mohra biorac za punkt wyjscia zwiazki (13).

Niech funkcje N,M,T,p,g beda zwiazane réwnaniami postaci (1) i dodatkowo niech
N,M,T speiaja warunki réwnowagi obciazonych koncow preta. Mowiac krétko, pola
N,M,T,p,q maja byé statycznie dopuszczalne, ale nie musza dotyczyé tych samych

warunkow kinematycznych, co w precie badanym. Warunki kinematyczne nie sa bowiem
pojeciem zawartym w definicji statycznej dopuszczalnosci.

Pierwsze z réwnan (13) mnozymy stronami przez N , drugie - przez T a trzecie - przez

M . Po dodaniu stronami, kilku prostych przeksztatceniach i skorzystaniu ze statycznej
dopuszczalnosci znajdziemy do$¢ tatwo:

N5+A7K=ﬁu+qw+di(ﬁu+fw+j\7ﬂ) (14)
X
Scatkowanie od 0 do / daje wzor Maxwella-Mohra w odniesieniu do jednego pr¢ta

[ (Ne+Mrydxe = | (pu+gwydx +(Nu+Tw+ MB) |, (15)



Kwantyfikator dla kazdego dotyczy teraz p,q, probnych obcigzen koncow oraz schematu
preta, gdyz mamy do wyboru kilka schematéw warunkéw brzegowych. Wielkosci
N,M,T podlegaja wyznaczeniu. Obciazenia probne moga by¢ obrane jako punktowe, wtedy
wzor (15) daje mozliwo$¢ obliczania przemieszczen w wybranych przekrojach preta.
Zauwazmy, ze wzOr (15) uczy jak scatkowa¢ odksztatcenia aby otrzyma¢ wybrane
przemieszczenia i jest znacznie bardziej elastyczny niz punkt wyjscia: (13), gdyz catkowanie
rownan (13) wprowadza natychmiast state catkowania, wcale nietatwe do wyznaczenia. Wzoér
Maxwella-Mohra wyraza si¢ catka oznaczona a nie nieoznaczona, daje wigc formule
jednoznaczna. Mowi jak przyja¢ funkcje wagowe tego catkowania aby otrzymacé szukane
przemieszczenie.

4. Twierdzenia dotyczace ukladow pretowych

Roéwnania (4) 1 (15) uogo6lniaja si¢ na przypadek uktadow pretowych; wowcezas pola probne w
(4) musza spetnia¢ warunki zgodno$ci przemieszczen w wezlach a pola probne w (15)-
warunki rOwnowagi weztow. Zazwyczaj wyprowadzen tych nie podaje si¢ studentom, a
szkoda. Szkic wyprowadzenia uogolnienia (4) na ptaski uklad prgtowy jest nastepujacy:
zapisujemy rownanie (4) pret za pretem, zapisujemy trzy réwnania rOwnowagi w kazdym
wezle, sumujemy powyzsze stronami. Z uwagi na kinematyczna dopuszczalno$¢ u,w w
weztach po prawej stronie znikng prace wirtualne sit wewngtrznych przyweztowych a
pozostana tylko prace wirtualne obciazen zewnetrznych skupionych w weztach. Zatem L.
przyjmie posta¢ pracy wirtualnej wszystkich obciazen i reakcji. Suma catek po lewej stronie
zapisuje si¢ jako catka po wszystkich pretach konstrukeji.

Z uwagi na znikanie pracy wirtualnej sit przyweztowych proces sumowania prawych stron
rownan (4) moze by¢ nazywany konkatenacjq, pod warunkiem ze uznamy, iz takie
nawiagzanie do lacinskiego odpowiednika polskiego terminu: wiqzanie lancuchem moze
poméc naszym wysitkom dydaktycznym. Istotnie, proces sumowania po pretach jest tu
wigzaniem poszczegolnym ogniw pewnego tancucha zwiazkoéw matematycznych; nie jest to
proste sumowanie rownan stronami.

5. Dlaczego nie pojawiajq si¢ sprzecznosci przy wyznaczaniu sil podluznych z rownan
réwnowagi wezlow w ramach przesuwnych z pretow niewydluzalnych ?

Zmarly w tym roku $.p. Profesor naszego Instytutu Zbigniew Reipert odpowiedzial na
powyzsze pytanie w sposob lapidarny, mniej wigcej nastgpujaco: sitami poprzecznymi nalezy
obciazy¢ kratownicg zastepcza. Ta kratownica jest w rownowadze, gdyz badana rama byla
zrownowazona. Sity w kratownicy zastgpczej da si¢ wigc wyznaczy¢ 1 s3 rowne silom
podluznym w ramie. Powyzsza odpowiedz jest poprawna, ale brzmi dziwnie i wymaga
wyjasnien. Rozpocznijmy od przypomnienia, ze zadanie statyki kratownicy kinematycznie
zmienne] jest rozwigzywalne gdy Z(E,Pz,...,Pn):O, gdzie L jest praca wirtualna sil
skupionych przytozonych w weztach wykonywana na wszelkich przemieszczeniach
zerujacych odksztatcenia podtuzne pretow- sa to tzw. mody zero-energetyczne kratownicy w
ramach teorii liniowej. Roéwnan L =0 jest wigc tyle ile niezaleznych planéw przemieszczen;

powiedzmy, Ze jest s takich planéw. Zatem s rownan L =0 mozna traktowaé jako s rownan
zgodnoS$ci rownan réwnowagi wezlow kratownicy. Jesli mamy w we¢ziow 1 e pretow to tych
réwnan jest 2w a niewiadomych e. W kratownicy kinematycznie zmiennej jest 2w>e, czyli
rownan jest za duzo. Warunki L =0 w liczbie s narzucaja takze warunki na prawe strony 2w



roOwnan, aby e niewiadomych dalo si¢ wyznaczy¢ jednoznacznie i1 bez sprzecznoSci.
Oczywiscie te warunki niesprzeczno$ci mozna otrzymac¢ z 2w réwnan na drodze formalnej,
ale zapis s rtownan L =0 jest szybszy i pouczajacy.

Rozumiemy wiec, ze s warunkow L =0 wiazacych obciazenia skupione w weztach
kratownicy tak naktada warunki na te obciazenia, ze zadanie wyznaczenia sit podtuznych z
réwnan rownowagi weztdw jest jednoznacznie rozwiazywalne. Ten fakt mozna wykorzysta¢
do analizy statyki ram.

Wycinamy wezly ramy i zaczepiamy sity podtuzne, poprzeczne oraz sity zewngtrzne
skupione w weztach. Teraz traktujemy sity poprzeczne- myslowo- jako sity zewnetrzne.
Niech niewiadomymi beda tylko sity podtuzne. Kiedy taki uktad réwnan na sity podtuzne jest
rozwigzywalny ? Ot6z wtedy, gdy

L(P,-T)=0 (16)

gdzie T jest zestawem sit poprzecznych przyweztowych. Minus przy T wynika stad, ze sily
poprzeczne dziataja odwrotnie na wezty niz na prety. Zapiszmy (16) korzystajac z liniowosci

L(P)-L(T)=0 (17)

Sity poprzeczne wykonuja pracg na probnych przemieszczeniach prostopaditych do pretow. Te
przemieszczenia sa okreslone przez s wybranych parametrow charakteryzujacych ruchy zero-
energetyczne kratownicy zastgpczej. Rownowaga pretow daje L(T)=-L(M)-L(g), gdzie
L (M) oznacza prace wirtualna momentéw przyweztowych a L (q) prace wirtualna obciazen
przgstowych. Zatem

L(M)+L(q,P)=0 (18)

czyli dochodzimy do znanych tancuchéw kinematycznych. Widzimy wigc, ze spetnienie (18)
jest rownowazne warunkom rozwigzywalno$ci uktadu rownan réwnowagi weztow. Powyzsze
thumaczy krotka wypowiedz Prof. Z.Reiperta na postawione w tytule pytanie.

6. Rownania zginania ram poddanych duzym silom osiowym

Roéwnanie (17) pozostaje prawdziwe w teorii Bleicha ram obciazonych duzymi sitami
osiowymi §;. Istotnie, po pierwsze L (S): 0 jest warunkiem stosowalnosci tej teorii. Ten

warunek zapewnia: a) brak zginania od sit §; ; b) mozliwos¢ obliczenia sit podtuznych w
pretach wywotanych tymi sitami. Ponadto sily poprzeczne sa w tej teorii odnoszone do
konfiguracji poczatkowej dzigki czemu réwnania rownowagi weztow przyjmuja t¢ sama
posta¢ co w liniowej teorii statyki ram. Zatem réwnanie (17) wynika stad, ze L (P, S,—T) =0
oraz L (S)zO. Zapis (17) daje wigc s rownan metody przemieszczen ram zginanych przy
obecnosci duzych sil osiowych. Mozna tez skorzysta¢ z rownan rownowagi kazdego z pretow

Z(E)+Z(Mk)+sklkl// ‘7k+z(6Ik):0 (19)

(tutaj k jest numerem preta) zapisanych w konfiguracji odksztatconych, co przeksztatca (17)
do znanej postaci, stosowanej od wielu lat w dydaktyce mechaniki budowli, por.[7].



7. Drgania harmoniczne ram plaskich o ciaglym rozkladzie masy

Réwnanie (17) jest pomocne w liniowej teorii drgan harmonicznych ram ptaskich.
Rownanie to nalezy uzupelni¢ o pracg sit bezwladno$ci skierowanych wzdluz pretow.
Wowczas rownan tych nie da si¢ przeformutowac do postaci zaleznej od amplitud M, gdyz do
rébwnan ruchu pretow interweniuja rozktady przyspieszen co tylko komplikuje dalsze
postgpowanie. Znamy jednak wzory transformacyjne na amplitudy T, wigc rownanie (17)
uzupetnione o amplitudy U podtuznych sit bezwladno$ci ma postaé

L(P,U,-T)=0 (20)

gdzie P to wektor amplitud sit skupionych w weztach. Réwnania (20) sa z powodzeniem
stosowane w dydaktyce od potowy lat 80’tych. Wczesniej panowat poglad, Ze takich réwnan
nie da si¢ zapisac, co ograniczato dydaktyke do drgan ram ortogonalnych. Sita wzoru (20)
uwidacznia si¢ wlasnie w analizie drgan ram nieortogonalnych. Zatem metoda przemieszczen
stosuje si¢ z powodzeniem do ram nieortogonalnych podlegajacych deformacjom
zgigciowym. Nie ma potrzeby rezygnacji z tej tematyki na korzy§¢ MES, por. [8].

8. Drgania harmoniczne ram plaskich o punktowym rozkladzie masy

Jesli dynamiczne stopnie swobody u,, ramy z pretoéw wydtuzalnych sprowadza si¢ do
dynamicznych stopni swobody q,,, na skutek przyjgcia zatozenia niewydtuzalnosci, to zapis
u=Aq z prostokatna macierza A o wymiarach m na n, gdzie m>n , zezwala na formalne
dojscie do réwnan ruchu wiazacych niewiadome ¢ przez zastosowanie znanego
przeksztalcenia przez podobienstwo, np. M, = A"MA , gdzie M o Jest macierza kwadratowa

mas n na n ramy z pretow niewydluzalnych a M jest macierza mas ramy z pretow
wydluzalnych o wymiarach m na m. Takie podejscie jest dydaktycznie niedobre, bo zmusza
do jawnego rozpisywania prostokatnej macierzy A z duza liczba zer. Dlatego w dydaktyce
nalezy poleci¢ konstrukcjg macierzy mas M, na podstawie energii kinetycznej, por. [3].

Studentow uczy si¢ wyrazal t¢ energi¢ w postaci EZ%Mqﬂ ; na podstawie analizy

kinematycznej ramy; ta posta¢ energii okresla macierz mas jednoznacznie, z uwagi na jej
cechg symetrii.
Macierz sztywnosci K, konstruowac¢ nalezy na podstawie macierzy podatnosci D, = [d”J

jako K = (Dq )_1 a przemieszczenia d; mozna liczy¢ wszelkimi dostgpnymi sposobami. Sens
wielkosci q jasno okresla sens d,. Nie uzywamy tu oznaczen o, aby nie mylic D, z

macierza podatnosci metody sit.

Powyzsze zalecenia dydaktyczne daja jasne myslowo algorytmy analizy drgan
harmonicznych ram nieortogonalnych z masami skupionymi. Wydaje si¢, ze inne sposoby
nauczania sa bledne w tym sensie, ze zatlamuja si¢ na zadaniach dotyczacych ram
nieortogonalnych.

Dobor q jest niejednoznaczny. Jesli skladowe q sa kierowane wzgledem globalnych
obserwacji x,y, to zazwyczaj macierz M, jest niediagonalna. Dobor q nie ma wptywu na

wyniki koncowe, w tym na wyniki dotyczace czestosci drgan wlasnych. Formalnie decyduje o
tym twierdzenie z algebry liniowej mowiace o tym, ze przeksztalcenie przez podobienstwo
nie zmienia warto$ci wlasnych macierzy.



9. Uwagi koncowe

Metoda przemieszczen moze by¢ stosowana w szerokim zakresie zagadnien mechaniki
konstrukcji pretowych. Nie ma potrzeby uciekania w formalizm metod przyblizonych tam,
gdzie decyduja wzgledy dydaktyczne. Przyjecie zatozenia o niewydtuzalno$ci pretow
upraszcza rozwiazywanie zadan ale nie jest konieczne, por.[3,5-8].
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REMARKS ON TEACHING MECHANICS OF FRAMES
GRILLAGES AND TRUSSES

The subject of the paper are selected topics of the lectures on structural analysis like:
interrelation between equilibrium equations of a bar of finite length and the relevant virtual
work equation, the concatenation of the virtual work equations for the members to form the
total virtual work equation for a bar system, the Maxwell-Mohr formula treated as a
variational equation of compatibility of deformations and displacement fields, determinacy of
the longitudinal forces in frames undergoing flexural deformations and its relation to
equilibrium equations corresponding to the sways of the frames, construction of equations of
motion of arbitrary frames with longitudinally stiff members and equilibrium equations
corresponding to sways of frames subjected to large axial forces, within the Bleich approach.
The paper suggests keeping the level of education within these topics to prevent from
shifting them to the incoherent formalism of the computational mechanics subjects, where the
borderlines between the theory and numerical approximations are usually get muddied.
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